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SEPTIEMBRE - 2008

RESUELTOS

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Se valorara la correccion y la claridad en el lefjg@matematico o no matematico) em-
pleado por el alumno. Penalizan los errores deaulcalt.os errores graves, y especial-
mente, aquellos que lleven a resultados incoheyenebsurdos, seran penalizados cor
la aplicacion del 50 % sobre la calificacion enstiée. Se valoraran todas las partes
gue sean correctas, aunque el resultado final sedo

Contesta de manera clara y razonada una de laspdases propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finadlsieene de dividir el total entre 4.

OPCION A
1°) Determina todas las matrices de la form:a()z( g} que conmuten (X - A=A - X)

. 1 2
con la matrizA= .
3 4

X . A= X Yy 1 2) (x+3y 2x+4y) (x+3y 2x+4y
\z o) (8 4) | z+0 2z+0) | z 27

=
AX_12 X y) (x+2z y+0) (x+2z 'y
3 4 z O 3x+4z 3y+0 3x+4z 3y
X+3y=x+2z
3y=2z Z=-X
X+3y 2x+4y X+2z 'y z=3x+4z
= = = = 3x=-3z; = 2
z 2z 3x+4z 3y 2X+4y=y y=—-—X
2x=-3y 3
22=3y
. X —2X
Las matrices X son de la forma= 8 , OxOR
- X
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2°) Determina el punto A del plano=2x -y +z=0 mas proximo al punto P(1, 1, 1).

El haz de rectas paralelas y perpendicularesaabpi =2x -y + z=0 tienen como
vector director al vector normal del plang que esn =(2, -1, 1).

x=1+24
De las infinitas rectas del haz anterior, la gaggpor P es={y=1-1 .
z=1+A

La solucién es el punto Q de interseccién delglarton la recta r es:

mT=2x-y+z=0

N
I
[ERN
|

Xx=1+2A
I A1+21)-(L-A)+([1+1)=0 ;; 2441 -1+ A+1+1=0 ;; 61+2=0 ;;
z=1+ A
X=1—E=E
3 3
31+1=0 3 A=-% = {y=1+I=2| = Q(E, 4 3)
3 3 3 3 3 3
1_2
3 3

k*kkkkkkkkk



X

3°) Se considera la funciér{x)=—; i Se pide:
X° +
lim lim
a ) Calcular f(x f(x).
) X — +oco ()yx_>—oo ()
b ) Calcular los extremos relativos.
¢ ) Hacer un dibujo de la funcion.
a)
X 1 1
lim lim lim 2 lim - o
f(x): 2X =2 = Indet. = ;( = X_ = =
X — 400 X o> +0o x2+1 oo X > 40 x> +1 X — +o0 1
1+ = 1+~
x? x? o0
:L: 0
1+0 =
X 1
lim lim - lim N lim Y o
f(x)= 2X =% = Indet. = X = T °°1 =
X - —00 X > —00 X°+1 00 X o> —00 X°+1 X_>—ool+7 1+ &
x? x? 00
=__O= O
1+0 —
b)

Para estudiar los extremos relativos, derivamos:

, _1-(x2+1)—x-2x_x2+1—2x2_—x2+1_ 1-x> .,
f (X)— (X2 +1)2 - (X2 +1)2 _(Xz +1)2 _(Xg +1)2 =f (X)

Para que una funcidén tengo un maximo o un minighativo es condicion nece-
saria que se anule la primera derivada:

2
1-X 2 _

f'(x)=0 = ;=05 1-x"=0 = x,=-1;; x,=1.
(o +1)

Para diferenciar los maximos de los minimos regursi a la segunda derivada: si
es negativa para los valores que anulan la priaeigada se trata de un maximo vy, en
caso contrario de un minimo:

n(y) = = 2% (x2 +1)2 —(1—x2) -2-(x2 +:I) 12X _—2X (x2 +1)—4x(1—x2)
() (x2+1)4 (x2+1)3




_ T 2% - 2X—Ax+AXT _ -2 +4XT - 6X _ —2><(x2 —2x+3): (%)

(x2 + 1)3 (x2 + 1)3 (x2 + 1)3

fr(-1)="2 (D)2 -2 (-1)+3_2-@1+2+3) _12

[( 1)2 1J3 (1+1)3 —§>O = Minimo para x=-1
-1)° +
f(-1)= (_1;21+1:1_+11:—% = Minimo relativo: P(—l —%)

-2-(1-2+3)_-4

)= 2.1.(12-2.1+3)

= =—<0 = Maximo para x=1
(2 +2)° (1+2)° 8
1 1 1 . . 1
l)=————=—-== = Maximo relativo: =
Y 1+1 1+1 2 Q(l 2)

Observacion: El maximo relativo se podia haber robteteniendo en cuenta que la
funcidn es simétrica con respecto al origen porgumue f(x) = - f(-x).

c)
Teniendo en cuenta que el eje X es asintota fis&on, segin se demuestra en

el apartado a ), la represtacion gréafica, aproxanad la que aparece en el gréfico ad
junto.

YA

f(x

f
<4
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4°) a ) Se considera la curye= e, k>0. Escribe la ecuaciéon de la funcion A(k) que
nos da el area de la region limitada por esta cutaa rectasy =0, x =0y x = 1.

b ) Hacer un dibujo de la situacion.

lim
c) Calculak 0 Ak).

—

a)
La curvay=¢e* tiene todas sus ordenadas positivas, por lo ebaftea en funcién

de k viene expresada por la siguiente integrahaki

kx=t x=1-t=k

L r 1 .1 k1 o\
A(k)_'([ek = dX:%'dt x=0-1t=0 - '([et.E.dt_E.[et]o_E.(ek eo)_

Teniendo en cuenta que se trata de una funciéonexgial de base positiva es

p . . lim .
mondtona creciente y su recorrido(8s+ ) y, por ser e*“ =0, siendo k > 0, el
X

— —00
eje de abscisas es asintota horizontal de la cOda al eje de ordenadas en el puntc
A0, 1).

La representacion gréafica de la situacion es la digura:
A
Y /
/
f(x) = e"y

/




C)

lim lim e* - 0 - - .
Ak)= ¢ 71 e 71 1710 . nsdeter. = {L'Hopital} =
k-0 k-0 k 0 0O O
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OPCION B

1°) Demuestra, para matrices de dimension 2 x € ,“gudeterminante de un producto
de matrices es el determinante del producto dmédsces”. ¢ Es cierto que “el determi-
nante de una suma de matrices es la suma de &rsndentes de las matrices”?

: b
Sean las matrlces:(zl d} y X :()Z( m Su producto es:

ALY = a b X y) (ax+bz ay+bp
“lc d) lz p) lex+dz cy+dp)
El determinante del producto es el siguiente:

|A-X|: ax+bz ay+bp

cx+dz cy+ dp‘ = (ax+bz)(cy + dp) - (ay + bp)(cx + dz) =

= acxy+ adpx+ beyz+ bdpz- acxy— adyz— bcpx- bdpz= adpx+ bcyz- adyz—bcpx=| A - X |

Los valores de los determinantes de las matrm®es s

Al=|2 b‘=ad—bc=|A| NE
c df ————

X
y‘=xp—yz=|x|
z p| ———

El producto de los determinantes es el siguiente:

| A| | X |=(ad - bc)(xp - yz) = adpx— adyz- bepx+ beyz=| A - | X |

|A-B|=|A|:| X| como se pedia demostrar

Veamos si se cumple qlia+ X |=| A|+| X |:
A+X:(a ij{x yj:(a+x b+yj
c d zZ p c+tz d+p

\=@+@w+m—@+w@+a=

=ad +ap+dx+ px—bc-bz-cy-yz=| A+ X|




ab
c d

A+ x]=[7 ) Z‘:ad—bc+px—yz:|A|+|X|

|A+ B|¢| A|+| X| como se ha demostrado
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2°) Determina un punto de la reatz(x, y, x)=(0, 1 -1)+(1 2 3)t mas proximo al
punto P(1, 1, 1).

El haz de planos perpendiculares a la reeté, y, x)=(0, 1 -1)+(1, 2 3)t tie-
nen como vector normal al vector director de resi@ =(1, 2, 3).

El haz de planos tiene por ecuacion gengeak + 2y +3z+ D =0.

De |0s infinitas planos del haz anterior, el qoatiene al punto P(1, 1, 1) tiene
gue satisfacer su ecuacion:

a=x+2y+3z+D=0
P11 1)

}:>1+2-1+3-L+D=0;;D:>6:: TT=X+2y+32-6=0.

La solucién es el punto Q de corte de la rectalrpfanon, que es el siguiente:

x=t
La expresion de r por unas ecuaciones paramégsias,y=1+2t .
z=-1+3
JTEX+2y+32-6=0
x=t
rsqy=1+2t
z=-1+3

= t+21+2t)+3-1+3t)-6=0;; t+2+4t-3+9%-6=0 ;;

14-7=0;, 2t-1=0;;, t== = Jy=1+1=2 = Qfl,Z,ij

2 2
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X2

3°) Se considera la funciéf(x) = et

Se pide:

lim lim lim
a) Calcularx T f(x); N f(x) y e f(x).

b ) Calcular los extremos relativos.

¢ ) Hacer un dibujo de la funcion.

a)
lim  x? _(1_)2 1
= = =-=-—0
i Xx-1 x-1 1°"-1 0 — | |
im im im
f(x):> = ~ (X) . f(x):>
X1 . ) X -1 X -1
lim x? (1*) 1
— = /1 =_ =40
Xx-1" x-1 1"-1 0° —
La funcién carece de limite para x = 1.
X2
lim im  x? o lim 42 lim 1
f(x)= _ = Indet. = =
NG X X2
1 1 1
= = == 4+
1 1 0+0 0 —
o0 o0
X2
[im lim 2 lim 2 [im
f(x)= X =% o Indet = X = 1 -
X — 400 X - 400 X—1 oo X - 400 X—1 x_,+ool_i
NG X X2
1 1 1
= = == 4+
1 1 0+0 0 —
o0 o0
b)

Para estudiar los maximos y minimos relativosutalnos sus derivadas primera
y segunda:

f,(X)zzx-(x—l)—x2 1_2x" -2x-x" _x*=2x _x(x-2)

(-7 R Py e )

f,,(X)z(zx—z) ((x=1" -x(x-2) -2-(x=9 -1_(2x=2) - (x-1)-2xx-2)
(x-2)* (x-12)°




:2x2—2x—2x+2—2x2+4x: 2 - £(x)
(x-1)° (x-1)°

Para que existan maximos o minimos relativos edicidn necesaria que se anu-
le la primera derivada:

22

=4 = Min. - P(2 4)
2-1

Con objeto de facilitar el dibujo de la funciémmos a determinar sus asintotas,
gue son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfén cuando x tiende a valer infini-
to; son de la formay = k.

Del primer apartado sabemos q)lﬂelz'm f(x)= fim f(x)=+», de donde se

—00 X —» +oo

deduce que la funcién no tiene asintotas horizesital

Verticales: son los valores de x que anulan el semador: x-1=0 = x=1

Oblicuas: Para que una funcién racional tenga @sitoblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que dbgtal denominador; como en
nuestro caso ocurre eso, tiene asintotas oblicuas.

X
lim f(x [im _ [im NG
m= —): X=1 = 5 =1=m
[im [im X2 lim x%-x%+x lim x
n= [f(x)-mx = —-x|= EANE AR A -~ _=1=n
X - X - oo\ XxX—-1 X - Xx-1 X >oox-1 —

Asintota oblicua = y=x+1

Con los datos anteriores, la representacion gréfecla funcion es, aproximada-
mente, la siguiente:



Y A

,
,
,
.,
.
,
,
.

1/

7
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P
,
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4°) Dibuja la region limitada por las curas y = ey = c0s X, y las rectas X = Oxye 7.
Calculad el area del recinto.

Las gréficas de las funciones seno y coseno seedifian en que tienen un desfa-

se deg (90°). (La palabra coseno se deriva de complendgiteeno)

Se trata de dos funciones continuas cuyo domewiR y el recorrido de ambas es
[-1, 1]; el periodo de ambas é).

Teniendo en cuenta que el coseno de un anguguakdl seno del angulo com-
plementario, las gréficas de las funciones sermsgmo son las que se indican a conti-
nuacion, expresadas en el intervalo de un giro.

3n/2

4 SR
Yy =COSX ~ X=7

Como puede observarse, en el intervalo comprenmbdéas dos rectas verticales
7
x=0y X= las ordenadas de la curva y = cos x son mayae$ag de y = cos Xy en

] . . 7
el intervalo comprendido entre las rectas vertsz:alzeZ y Xx=77 SON mayores las orde-
nadas de y = sen x que las de y = cos x, por lbetdaea pedida es la siguiente:

m
S= (senx - cosx) - dx=[senx+cosx|¢ +[-cosx~senx]’ =

4

(cosx-senx) - dx+

Oty
Ay

T T T T
= Ksenz + coszj —(sen0+ cos O)} + {(— oS 77— senx) - [— cos”, - senzﬂ =

T T T T
= senz+ cosz—seno—coso—cosn— senx+cosz+ sen—=

_\/E \5_ - _(_1)-o+%+%=¥—1+1=2\/§u2:8
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